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method for the study of problems of multi-parameter bifurcations is proposed. The scheme allows you to
define the new conditions for signs of synchronization and asymptotic formula for the resulting solutions.
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В работе предлагается операторный метод для исследования эффекта возникновения
субгармонических колебаний в системах с последействием, с периодической правой ча-
стью. Метод приводит к новым достаточным признакам бифуркации субгармонических
колебаний, а также позволяет получить приближенные формулы для возникающих ре-
шений. В качестве приложения рассмотрена задача о точках бифуркации модели, опи-
сывающей циклические колебания деловой активности вокруг трендовой кривой роста.

Постановка задачи.
Рассмотрим систему функционально-дифференциальных уравнений запаздыва-

ющего типа, зависящую от векторного параметра λ с T -периодической по t правой
частью:

x′(t) =

r∫
0

[dτQ(λ, t, τ)] x(t− τ) + a(λ, t, xt), x ∈ RN , λ ∈ Rk, (1)

где 0<r6T, Q(λ, t, τ) — квадратная N ×N матрица, элементы которой при каж-
дом λ являются функциями ограниченой вариации по t∈ [0, r] и при каждом t∈
∈ [0, r] непрерывно дифференцируемы по λ ; xt=

(
x(t− ς1), ..., x(t− ςs)

)
, ςj∈ [0, T ), j=

=1, ..., s ; нелинейность a(t, λ, xt) равномерно по λ и t удовлетворяет соотношению
∥a(t, λ, xt)∥=O (∥x∥2) при ∥x∥→ 0 . Интегралы (1) понимаются в смысле Лебега-
Стилтьеса, ∥ · ∥ — норма векторов в евклидовом пространстве RN .

Уравнение (1) при всех значениях λ имеет нулевое решение. В статье исследуется
задача о бифуркации периодических решений уравнения (1) в окрестности точки x=
=0 .

Наряду с (1) будем рассматривать линейную систему

x′(t) =

r∫
0

[dτQ(λ, t, τ)] x(t− τ). (2)

Критическими для уравнения (1) будут те значения λ0 параметра λ, при которых
один или несколько мультипликаторов системы (2) по модулю равны 1 . Изменение
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параметра λ в окрестности λ0 может приводить к различным локальным бифурка-
циям в окрестности точки x=0 .

Обозначим через V (λ) матрицу монодромии системы (2). Известно [1], что если
матрица V (λ0) не имеет собственное значение равное 1 по модулю, то уравнение (1)
при всех λ близких к λ0 не имеет в некоторой окрестности точки x=0 периоди-
ческие решения. Если же V (λ0) имеет собственное значение равное 1 по модулю,
то возможны различные сценарии бифуркаций, определяемые свойствами спектра
оператора V (λ0) .

О п р е д е л е н и е 1. Пусть k — натуральное число. Значение λ0 параметра λ
называется точкой бифуркации kT -периодических решений системы (1), если каж-
дому ε> 0 соответствует такое λ= λ(ε), при котором система (1) имеет ненулевое
kT -периодическое решение x(t, ε), при этом max

t
∥x(t, ε)∥→ 0 при ε→ 0 . При k> 2

будем говорить о бифуркации субгармонических колебаний.
Необходимым условием бифуркации kT -периодических решений является нали-

чие у матрицы V (λ0) пары простых комплексно сопряженных собственных значений
e±2π p

k
i, где 0< p

k
< 1 и p

k
— рационально.

Это равносильно тому, что линейная система (2) при λ= λ0 имеет двупарамет-
рическое семейство kT -периодических решений. Естественным предполагается, что
параметр λ является двумерным: λ= (α, β) . Заметим, что параметр λ в системе
(1) может быть связан с запаздываниями.

Переход к операторному уравнению
Положим

E(τ)x(t) =

{
x(t− τ +T ), t∈ [0, τ)
x(t− τ), t∈ [τ, T ]

;

тогда T -периодические решения x(t) уравнения (1) определяют решения u(t) =
=x(T · t) уравнения

u(t) = B(α, β, T, t)u(t) + b[α, β, T, t, u(t)], (3)

где

B(α, β, T, t)u(t) = u(1) + T

t∫
0

 r∫
0

[dτQ(α, β, s, τ)]E
( τ
T

)
u(s)

 ds,

b[α, β, T, t, u(t)] = T

t∫
0

(
a
(
α, β, s, E

(ς1
T

)
u(s), ..., E

(ςs
T

)
u(s)

))
ds.

Отметим, что число 1 — полупростое собственное значение оператора B(α0, β0, T, t) :
L2→L2 кратности 2 ; это следует из необходимого условия бифуркации субгармони-
ческих колебаний. Здесь L2 =L2[0, 1] . Обозначим через e= e(t) и g= g(t) линейно
независимые собственные функции оператора B0 :B0e= e, B0 :B0g= g . Сопряжен-
ный оператор B∗

0 также имеет собственное значение 1 кратности 2, которому от-
вечают собственные функции e∗ = e∗(t) и g∗ = g∗(t) . Эти функции можно выбрать
исходя из соотношений (e, e∗)= (g, g∗) ̸=0, (e, g∗)= (g, e∗)= 0 .

Т е о р е м а 1. Матрица V (α0, β0) имеет пару простых комплексно сопряженных
собственных значений e±2π p

k
i, где 0< p

k
< 1, p

k
— рационально и

det

[
(B′

α(α0, β0)e, e
∗) (B′

β(α0, β0)e, e
∗)

(B′
α(α0, β0)e, g

∗) (B′
β(α0, β0)e, g

∗)

]
̸= 0, (4)
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тогда пара чисел (α0, β0) является точкой бифуркации субгармонических колебаний
системы (3) .
Здесь B′

α и B′
β — операторы, полученные дифференцированием оператора B(α, β, T, t) .

В качестве приложения рассмотрена модификация модели, описывающей цикли-
ческие колебания деловой активности вокруг трендовой кривой роста [2]

y′′(t)−
(
4α +

6

5
β − 5− 16

3
α3 (y′(t− 1))

3

)
y′(t) + 3, 925y(t) = F2(y(t), t), (5)

где F2

(
y(t), t)

)
является π√

3,925
-периодической по t . Непосредственная проверка

условий теоремы 1 показывает, что в системе (5) имеет место бифуркация субгармо-
нических колебаний при значениях α0 =1, 05 и β0=

2
3
.
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Yumagulov M.G., Yakshibaeva D.A. SIGNS OF SUBHARMONIC BIFURCATIONS FOR
FUNCTIONAL-DIFFERENTIAL EQUATIONS OF RETARDED TYPE

We propose the operator method to study the effect of a subharmonic oscillations in systems
with aftereffect, with periodic right-hand side. The method leads to new sufficient tests of the
bifurcation of subharmonic oscillations, and also allows you to get the approximate formulas for
the resulting decisions. As an application, consider the problem of bifurcation points of the model
describing the cyclical fluctuations in economic activity around the trend of the growth curve.
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